1 Idea intuitiva de limite

1. Utiliza una tabla de valores para estimar los siguientes limites.

2
. - . -1  Wx -
a) lim = 9 b) lim X2 c) |ImX—2
x—3 X—3 x-1 ¥ x4 X —4
2_
a) limX—_6
x>3 X—3
.o x-1
P e
o tim¥*=2_0 25
x4 X —4

2. Dibuja las graficas de las siguientes funciones y utilizalas para averiguar si existe el
limite en los puntos indicados.

2X, X# 2

a) f(X)={ enx=2 b) g(x)=

1, x=2

<0
{XH“X enx=0

—X+2, x>0

a) limf(x)=4

flx)

LIIIM © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I — Solucionario



, mal

no existe

2 Limites laterales

4—x, six<2

3. Estudia si existe el limite en x = 2 de la funcién: f (x):{x2 5 sixs 2
-2, >

Como lo dos limites laterales existen y son iguales, entonces

lim f (x)=2

—X+2, six<0

4. Estudia si existe el limite en x = 0 de la funcién: f (x):{ Lsix>0
L six>

Como lo dos limites laterales son distintos en dicho punto, entonces: 6 Iing f(x)
X—>

5. Dada la funcién, dibujala y estudia la existencia de limite en x=-1 y x=2.

2, six<-1
3, six=-1
f(x)=
(x) x*, si—l<x<2 y
6—X, Six>2
o x=-1
- fx)
o im f (x)
o x=2
Ln;f(x):4
2
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4 Calculo de limites en un punto.
Indeterminaciones

6. Utiliza una tabla de valores para estimar:

X X .
a) lim—— b) lim—— ) limIn(x-2)
X>2 X —2 x>-1x+1 X—2*
a) olim——
X2 X —2
b) 6 lim——
x>-1x +1

Iirg(ln(x—z)) =—o0

c)

7. Halla el valor del limite de las siguientes funciones:

P _x— x+2) -8 —x?
a) lim X X2 b) tim X+2) =8 ) lim 27X
x>-1 X°—X x—0 X x>-2 X+ 2
3_ —
a) o Iimxz—x2
x=>-1 X —X
_ (x+2)’-8 0 )
b) lim~——+——=— (Indeterminacidn)
x—0 X 0
3
x+2)’ -8 % - 316X
fim X2V =8y XA O 12488 B HI2X L ey goy gy
x—0 X x—0 X x—0 X x—0
2 —x? 2—-X)(2+x
c) Iim4 x_0 (Indeterminacidn) Iim4 X =Iim( I )=I|m (2-x)=4
Xx>2 X+ 2 0 X>-2 X+ 2 X—-2 X+2 X—>-2

8. Calcula estos limites, indicando en cada caso si se trata de una indeterminacién vy el
procedimiento para resolverla.

— 3 —
a) lim 22 ) gy 223 ) lim X*1 d) fim¥X+r2=42
x4 x% 16 x=3" |x =3 x> X +1 x>0 X
. 4 L,
a) lim )2(+ _ 0 (Indeterminacién)
x>-4x-16 0

Como se trata de una funcidn racional para resolver la indeterminacion 0

descomponemos en factores el numerador y el denominador.

lim X4 i X4 gyt L
ot x?—16 o4 (x—4)(x+4) o4x—4 8
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—(x-3),six<3

b) |X_3|={ x—3 X>3

Como x tiende a 3 por la derecha (x>3), entonces

. X=3 . x-3 .
lim——=Ilim——=1Iliml1=1
x—3" x—3| x>3" X —3  xo53

X +1

c) =% (Indeterminacion)

-1 X +1

Como es una funcidon racional para resolver la indeterminacion -
0
descomponemos en factores el numerador y el denominador.

3 1)(x*—x+1
i X+ DK X )=Iim(x2—x+1)=3
x—>-1 X +1 x—>-1 X+1 x—-1

(Indeterminacidn)

g) timPXr2N2 0
X 0

x—0

Es una funcién que contiene radicales en el numerador y, por tanto, para resolver
la indeterminacién 0 multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada del

numerador.

"m\/x+2—\/§="m(\/x+2—\/5(\/x+2+\/5=“m (x+2)-2 .

o0 X S x(r2+2) SOx(Vxr2ea2) x(VxT2+42)

im L 1 2
o0 (x+2+2 22 4

6 Calculo de limites en el infinito

9. Calcula estos limites, indicando en cada caso si se trata de una indeterminacién y el
procedimiento para resolverla:

3 4
. X” +5x . X" +3X .
a) lim ———— b) lim ——— c) lim (x—=+/x
) X—>+20 2)(3_)(2 -1 ) X—>+00 X3—5X+2 ) X4>+ao( )
. 2x%2 +1 3P +x 3 2
d) lim —— e) lim f) lim )2( -
x>+ By 2 X—+o X 41 x—+o( 4x° -1 2X+1
3
a) lim )§+52X =2 (Indeterminacién)
x40 27 — X =1 o0

% © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I - Solucionario



.z . . . .z 0 L.
Como es una funcidn racional para resolver la indeterminacién — dividimos

o0
numerador y denominador por la mayor potencia del denominador ( x*)
1 5

x® +5x . t2 1+0 1
lim ————=lim ==
x—+0 QX X =1 x—>+eo2 1 1 2-0-0 2

x x°

4
b) lim L:gx (Indeterminacidn)

x>0 X3 —BX4+2 o0
Procedemos de forma analoga al apartado anterior dividimos por la mayor
potencia del denominador ( x%).

3
. x* +3x . X+X2 +04+0  +oo
lim — = lim = =—=+©
wowe =X +2 oy 5 2 1-040 1
X

c) lim (X—\/;)zoo—oo (Indeterminacidn)

X—>+0

Para resolver esta indeterminacion o«—o de una funcidn con radicales
multiplicamos y dividimos por la expresion radical conjugada (x+\/§)

Iim(x—\/;)zlim( \/—)(XJ”/—) XA -x

Jim Jim (x+\/§) _len;Xh/; = ® (Indeterminacién)

Ahora dividimos numerador y denominador por la mayor potencia del

denominador ( x).
2

X" =X X=1 4oo-1 +o0
xILrPoo \/__lerPoo 1 = 1+0 =T=+w
X+ 1. [
X
A2+l o
d) lim ﬁ=2 (Indeterminacién)
x—>+0 By 0

A efectos de resolver la indeterminacion — , consideraremos una funcidn racional a pesar
[ed]

de contener radicales en el numerador. Por consiguiente, dividiremos numerador y
denominador por la mayor potencia del denominador ( x ).

Iim\/zx_ r \/F J_

x—>+0 By x»+w

X
I +x
e) lim ———=— (Indeterminacién). Dividimos numerador y denominador por la
o0

xov X +1

mayor potencia del denominador ( x).

[T
Ix2+x X2

O+O

lim = lim XXX
x>+ X417 X—>+o0 1+ 1 1+0
X
X3 x?
f)  lim —— =00—o0 (Indeterminacién). Para resolver esta
xoro| 4x° -1 2x+1

indeterminacion «—« efectuaremos operaciones para convertirla en una Unica
fraccion algebraica.
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=2 (Indeterminacion)
o0

X3 Xt ) lim x*—x?(2x-1) i X+ x?
T ot 4)(2 -1 T x40 4)(2 -1

lim| —
xore| 4x° -1 2x+1

Ahora, dividiremos por la mayor potencia del denominador ( x?) .
3 2

. =X+ X . —X+1 -oo+1 -
lim 5 = lim = =—=-®
x—+0 4XS —1 x—>+oo4_i 4-0 4
2
X

10. Margen de ventas. Si los ingresos (€) obtenidos por la venta de un producto de
moda depende de su precio y viene dado por la funcién:
I (p)=4000pe **®P
a) ¢éQué ingresos obtiene cuando el precio del producto es de 50 €? ¢Y cudndo es
de 100 €? ¢{Qué observas?
b) éLe resulta beneficioso incrementar el precio mucho mas? éPor qué?

a) Si el precio del producto es de 50 € el comerciante obtiene unos ingresos de
aproximadamente 16417 €. Cuando el precio del producto se dobla hasta los 100
€, entonces los ingresos que obtienen disminuyen considerablemente hasta los
1348 €.

Intuimos que al incrementar el precio del producto disminuye de forma
considerable los ingresos obtenidos por su venta.

b) Si se aumenta mucho el precio del producto los ingresos por su venta tienden a
ser nulos y, en consecuencia, no resulta nada beneficioso incrementar mucho el

precio.

11. Observa la grafica de la funcién f(x) que aparece dibujaday calcula:

xl—iﬂ;' f (X)’ xl—i>r—r;* f (X) ,XILTIL f (X) nyLrpoo f (X) ¥
¢ ()
. lim f(X)=+oo .
x—-2" —1 I ——=
—-"""\-2
e lim f(x)=1 )

X—>—0

e lim f(x)=1

X—>+00

_[x=2

12. Calcula los limites laterales en x=2 de la funcién f(x) 5
X_

x—2 = —(x-2),six<2
B X—2 , X=2
6|imM

Xx=2 X —2
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7 Asintotas

13. Calcula las asintotas verticales y esboza la grafica de:

) F(x)=— ) 9(x)= = ) h(x) =2
1
a) f(x): X+4

X=—4 es una asintota vertical.

L
)
&

e emmeassem e ee e e e e —————
&
b
)
°

X
x? -1

b) g(x)=

Las asintotas verticales son: x=-1 y x=1.

et et ot et el
o -

o ANV ISV IAER NSRS DI SIS IS —
0

c) h(x)=

x=-1 es una asintota vertical.

T

[ENSEFNENINENSEEFNEE INEFISENSNEINANENEEY AN
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14. Halla todas las asintotas de las siguientes

funciones:
X2 —2x+1 X2 +x-2 X3
a) f(x):— b) f(x)=2— c) f(x)= >
2x+3 x“ -1 (x+2)
x> —2x+1
a) f(x)=——"—=
) ( ) 2X+3
e Asintotas verticales.
3
X=——
2
e Asintotas horizontales.
No hay asintotas horizontales.
e Asintotas oblicuas.
1 7 , .
y =§X_Z es una asintota oblicua.
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X +x-2

b)f(X)— 2 —1

e Asintotas verticales.
x=-1 es asintota vertical
e Asintotas horizontales.

y=1 es una asintota horizontal.

X3

c) f(x)=m

e Asintotas verticales.

X=-2

e Asintotas horizontales.

No hay asintotas horizontales.
e Asintotas oblicuas.

y=Xx-4 es una asintota oblicua.

La grafica es:

-
]

I AN RN S RN R R S
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8 Continuidad

15. Estudia la continuidad en los puntos indicados vy, si presentan alguna discontinuidad,
indica de qué tipo es:

E si x=-1
a) f(x)= b). . g(x)=9 x+1’
—1,six¢1 2 ,six=-1

1 six=1
a) En x=1 es discontinua inevitable con salto infinito.
b) Enx = —1 presenta g(x) una discontinuidad evitable y bastaria redefinir g(-1)=-2.

16. ¢Cual de las siguientes funciones presenta una discontinuidad evitable en los puntos

indicados?
3
a) f(x)=))((:_r;3 , X=—2 b) Ian;h(x) c) h(x)=ﬁ , x=-1

a) f(x) presenta una discontinuidad evitable en x=-2 y bastaria definir f(-2)=12.

b) g(x) tiene una discontinuidad evitable en x=9 y y bastaria definir g(9)=F6.

c¢) h(x)presentauna discontinuidad inevitable en x=-1 de salto 2 unidades.

17. Halla el intervalo de continuidad de las siguientes funciones:
X X2 —5x+4
a) f(x)=xe* b X)=— c) h(x)=————
) F(x) ) 9(x) In x )h(%) X2 +2x-3

a) Continuaentodo R.

b) Continua en (02) V(L +).

c) Continuaen R—{-31} =(—o0,-3)U(-31)u(L+»).

10
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18. ¢Para qué valor de a la funcion f (x) es continua en todos los numeros reales?

2 -
f(x)={ X“—a , sl x<2

ax+5 ,six=>2

. 1 ., .
Si a=—§ , entonces la funcién f (x) es continua en x=2y, por tanto, entodo R.

19. Encuentra el valor de a para que f(x) sea continua en x=1.

Xx+a ,si x<l1
f(x)={ex‘l ,si x=1

a=0 para que la funcién la funcién f (x) sea continua en x=1.

20. Se define la funcidn f(x)=E[x], o «parte entera de x», como el entero
mayor, que sea menor o igual que x. Por ejemplo, E[2,1] = 2, E[3,8] =
3, E[-2,1] = -3, E[-3,8] = -4. Dibuja la funcién y prueba que en los
valores enteros no es continua.

La grafica de la funcion f(x)=E[x] es:

En los valores enteros la funcidn es discontinua inevitable con salto 1.

21. Dibuja una funcién que sea discontinua con salto 2 en x = -1, discontinua evitable

en x =2y continua en el resto.

Por ejemplo, una funcién que cumple las condiciones del
enunciado es la siguiente:

© Mcgraw-Hill
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> Actividades finales
+ Idea intuitiva de limite

22. Utiliza una tabla de valores para estimar el limite de las siguientes funciones en los
puntos indicados:
X

.2 .
X% — c) LIE?)Y d) le—rH|X_1|

x—-1

a) Iin;(x2 -3X) b) lim

a) Iin;(x2 -3x)=-2

b) im==L _05

x>l x° =1

2%
c) élim=—
x=0 ¥

d) Ixi_r2|x—1| =0

23. Usa estas graficas para estimar los limites correspondientes:

i) 3ql ax) ¥ nix)a{¥
—2_ 2._
*‘\x \ . \
0 ™ 1 X 5 2 X
"ol
a) lmf(x) b) Iximg(x) c) XIi_)rpzh(x) y IXLrT;h(x)

a) lim f(x) no existe.

x—0

li =2

y Mo
Iimh(x

c) x2 no existe.

12
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=+ Limites laterales

24. Dada la grafica de la funcién f (x) , calcula los valores que se proponen:

. . _ ‘I"
a) XI@rf(x) b) XIlrﬂ*f(x) c) f(-1) P L
d) Mff(x) e) !ﬂlf(x) f) £(1) 1__/
! X
_ _ 1
a) XL"E (x)=2  b) XIlr71]+f(x)=2 c) f(-1)=2
d) !Lrp f(x)=1 e !LT f(x)=-15 f) f(1)=2
25. Dada la grafica de la funcion g(x) , calcula los valores que se proponen:
a) lim g(x) b) lim g(x) ¢)g(=8) d) limg(x) e) limg(x) f)g(-1)
g) limg(x) h)limg(x) i) g(0) J) limg(x) k) limg(x) 1) g(2)
¥
a) Xll[r; g(x)=3 b) xEr_r;+g(x)=1 c) g(-3)no existe ‘/p 1
d) li l f T\
) Jimg(x)=3  e) limg(x)=3 ) 9(-1)=3 *14
g) IlT_g(x)=2 h) XIiﬁrglg(x)=1 i) g(0)no existe -4-3 -1 /(12 4
i) JLrgg(x):l k) xIi%r£1+g(x)=3 ) g(2)=3
26. Dada la funcion f (x)={ 22X+1’ x<1 , represéntala graficamente
X“+2x%, x>1
y estudia la existencia de Ixirq f(x) .
iim f(X)=3
x—1
13
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27. Representa graficamente la funcién f(x) y estudia la existencia
de limites laterales en x=1.

2x+1 ,si x<1
f(x)=9 1,six=1
X242 ,six>1

iim f (X)=3
x—1
28. Halla los limites laterales en los puntos indicados.
5 -3

a) f(x)== , x=0 b) f(x)=m, x=-1

a) lim f(x)=-+0 b) slim f(x)

X—-1

== Calculo de limites

29. Calcula los siguientes limites:

a) I|’rT21(x3—5x2+4) b) lim (1-3x+5x*) c)ll'rr_11\3/x3—5x2+4

X—>+0o0

a) -8
b) 400
c) 32

30.Calcula los siguientes limites de funciones racionales:

X2 —4x+1 . X=2 X2 43x+2
a) lim——— b) lim— c) lim———
x—1 X +1 x->2 X" -16 x—>-1 X =1
d) lim 2x 2 e) lim—— f) lim| — 3

x=>2 X" —4X+4 x=3 X i x* -1 x-1
a) =-1
b) ==

32

1
c)=-=
) 2

2_

d) X° —2X

0lim x2 _4x+4
X—2
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2%
olim y_3

e)

X—3

f) ollm( 21 3 )
o1 (X" -1 x-1

31. Calcula estos limites de funciones con radicales:

2 —_ —
a) lim x+? 3 b) lim \/x+1 1

c) li
x—0 X x—>0 X x>l x—1
VxX2+9 -3 1
a)lim————==
x—0 X 6
Jx+1 -1 1
b) lim———==
x—0 X 2
c Iim\/;_lz 1
1 x=1 2
d) ImZ\/_ 6_1
X—>9 3
e) lim N3—x -1
2 f11-x -3
32. Calcula los siguientes limites:
2_
a) lim X 22X b) lim—
x->1  x—1 x->3 x° -9
d) limeY* e) lim
Xx—0 x—2 (2_)()2
g) lim|x—2) h) tim| = -2
X—2 x—0 |X| X
X% —2x
a) .
olim yx_-1
x—1
X
b) Olln; X2_9

LIl © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I - Solucionario

) lim

x->9 xX—9

X
c) lim—

x-0" |n X

X
x—2 (Z—X)

TT
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g lim> -2 _o

x>0 Inx  —c0

1/x
4 slim ©
x—0
e) le_)n; (2_ x)z =+o0
X
f 6 lim
) 0x—>2(2_x)3

g) l‘i@|x‘2|=°

h) énm(i—i]
x—0 |X| X

33. Dadas las graficas de las dos funciones siguientes, calcula los limites indicados:

¥ ¥ | |
| |
1) so| [V~

a) lim f(x), Iir_r;f(x), Iin31_f(x), Iirgf(x), Xlimwf(x) y lim f(x).

X—>+0

X—>+00

b) )!i_[ll]g(x), li_[Tl]g(X), )!Lrgg(x), XII_)rrz1g(x) lim g(x) v lim g(x).

a)
o lim f(x)=— b)
e e lim g(x)=+c,
e lim f(X)=+ X1
x> e limg(x)=-=
e lim f(x)= +o XL
X3 e lim g(x)=—=
. lim f (x)= —o =2
X3 e lim g(x)=—c
. lim f(x)=0 =2
X e limg(x)=-1
o lim f(x)=+ o
X—>+00 ° Xll)rpw g (X) — _1
16
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34. Dadas las funciones f(x):% y g(x)=e*, estudia:
a) )I(i_r)rgl:f(x)+g(x):| b) Xllrpm[f(x)+g(x)}
a) 6Iim[1+exj

x=0\ ¥

b) lim I:f(x)+g(x)]= +00

X—>+00

35. Calcula los siguientes limites en el infinito:

2_ 2_
a) lim X =2X+2 b) fim 2X =2
X—>+0a0 3X+2 X—>+0 X< 43
2 2
d) fim X=X e) lim —
x—>+0 GX —1 x—>+0 QY% 43
2_
g) lim (\/x2+2—x) h) lim 22x !
X—>+00 Xx—>+0 X+ 4
a) +oo d) 400
b) 6 e)o
c) —o f) 400

X2 =3x
c) lim
xome 6X—1

f) lim [sz—%]

X—>+o0

. . X+1
i) lim
X400 3 X+ 2

g)o
h)o
i) +oo

36. Esboza la grafica de una funcién f(x) que cumpla las siguientes condiciones:

lim f (x) =+ , lim f (x)=—c0
x—0" x—0"

xILT f(X)=+ , XILT f(X)=+
lim f(x)=0 . lim f (x)=+o0

La grafica de una funcién que cumple las

condiciones del enunciado es:

37. Calcula los siguientes limites en el infinito.

. . 2
lim (1+e* b) lim
a) erpw( +e ) ) x—>+w[1+ex)
d) lim (xInx) e) lim Inx
X—>+00 X+ ¥
a) +o c)2
b)o d) o0
Mc
Graw

—r—

c) Iim( 2 XJ
o=\ 1+e

f) lim (x-1)e™

X—>—o0

e)o
f) —o

17
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38. Estudia, segun los valores de k, el siguiente limite:

(1-k)C—kx?+2
lim-——————
X0 3x°+1

e Sil-k>0,esdecir, k<1, entonces:

(1-k)X -k 42
lim = T T
X—>+00 3x°+1

e Sil-k<0, esdecir, k>1, entonces:

_ 3 y2
Iim(l k)x kx+2=

—0
X0 3 +1

e Sil1-k=0, 0loque esequivalente, k=1, entonces:

(1K) -k +2 L X2 1
lim 5 =lim-——==
o 3xE4d o 3x2 1 3

40. El nimero de unidades de un producto que vende una empresa depende de su precio
p, en euros, y viene dado por la siguiente ecuacién. Si el precio aumenta
indefinidamente, ¢qué ocurre con las ventas?

40p +8
N(p)=—

Las ventas tendran a estabilizarse en 40 unidades.

+ Asintotas

41.Halla, si existen, las asintotas verticales de las siguientes funciones.

1 2
a) f(X)=7 b) f(X)=m C) f(X)=ﬁ
d) f(x)=se% e) f(x)=;(2111 f) f(x)=%

a) x=0 es una asintota vertical

b) x=1 y x=-2 son asintotas verticales.

c) x=1 es una asintota vertical.

d) Hay asintotas verticales en x=kn, keZ y k#0.
e) No tiene asintotas verticales.

f) x=1 es una asintota vertical.

% © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I - Solucionario
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42. Halla, si existen, las asintotas horizontales de las siguientes funciones:

2
a) f(x):% b) f(x)=e* «¢) f(x)=Inx d) f(x)=e*
—-2X
3 , .
a) y=—§ es una asintota horizontal
b) y=0 es una asintota horizontal por la izquierda.
c) No tiene asintotas horizontales.
d) y =0 es una asintota horizontal por la derecha.
43, Determina todas las asintotas de las funciones:
X +2 x*+1
a) f(x)= b) f(x)= c) f(x)=—2
) (-5 ) (=21 ) ()=
X+2 X 1
d) f(x)= e) f(X)=——— f)
() (x+1)2 (x) V2x2 -3x+1 X
xX*+2
a) f(x)= '
V()= p
e Asintotas verticales ' s
1
Xx=-2 y Xx=2 son asintotas verticales. E 7
....... i sasaRass:

e Asintotas horizontales

y=1 es una asintota horizontal.

X +1
b) f(x)=x3+x

e Asintotas verticales

x=0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales

y=1 es una asintota horizontal.

focienrnkaged saind beaad bastn keasn oanss yusy

LIIIM © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I — Solucionario



X3

c) f(X)=———
JH() X2 —5x+4
e Asintotas verticales
x=1 y x=4 son asintotas verticales.

e Asintotas horizontales

Esta funcion no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas

y=Xx+5 es una asintota oblicua de la curva.

X+2
(x +1)2
e Asintotas verticales

d) f(x)=

Xx=-1 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales

y=0 es una asintota horizontal

X
e) f (X)= —m=x
(x) V2X% —3x+1
e Asintotas verticales
, . 1
hay una asintota vertical en x =5

x=1 es una asintota vertical.

e Asintotas horizontales

N

y= Y es una asintota horizontal por la izquierda.
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1 1 -1

(= X x—1_ x(x-1)

e Asintotas verticales

x=0 y x=1 son asintotas verticales.
e Asintotas horizontales

y=0 es una asintota horizontal.

44. Encuentra una funcidn racional que tenga por asintotas verticales x=-1y x=3, y por
asintota horizontal y=2.

Una funcidn racional que tenga por asintotas verticales x=—1y x=3 y por
asintota horizontal y=2, puede ser:

2x?
f (X)= x?—2x-3

45. Halla una funcidn racional que tenga por asintota vertical X==2 , y por asintota oblicua
y=X-2.
1 x*-3

f = —2 —_—=
(X) X +x+2 X+2

46. Calcula todas las asintotas y esboza la grafica de las funciones:

3x 3x? XP—x-2
a) f(X)=m b) f(X)=X2_1 C) f(X)ZT

. 3X
3x*+1

a)) f(x)

e No hay asintotas verticales.

., . [ oy —gr—y sy R
e  Asintotas horizontales.

y=0 es una asintota horizontal.

21
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3x?

b) f(x)=

x? -1
e Asintotas verticales.

x=-1y x=1 son asintotas verticales

e Asintotas horizontales.

y =3 es una asintota horizontal.

_XP-x-2
x-1

c)f(x)
e Asintotas verticales.
X=1 es asintota vertical.

e Asintotas horizontales.

No hay asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas.

=X . .
y es una asintota oblicua.
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47. Halla los valores de a,byc de la funcién f (x)=2i—+2 , sabiendo que pasa por el

punto (4,9) y que las rectas y=2 y x=3 son sus asintotas horizontal y vertical,
respectivamente.

c=1,a=2 yb=1

. L. ax+1
48. Encuentra los valores de ay b de tal forma que la grafica de la funcion f (x) ) tenga
X_
asintota vertical en x = 2 y asintota horizontal en y = 3. A continuaciodn, calcula lim f (x),
X—2"

lim f (x), lim f (x) y X"JPJ(X) y esboza la gréfica de f (x).

x—2"

rig

6x+1
=2 ’
.
it fim e Y = lim e -
\
x@mwf(x)lelmw%=g=3 yxllrpwf(x)=xllrpw%=g=3 N

A continuacion, utilizando esta informacién podemos esbozar la
grafica de la funcién.

=x5+3x—1?

49. ¢ Cudntas asintotas tiene la curva f(x) i1
X J—

f (x) tiene dos asintotas verticales y una oblicua.

50. ¢Tiene asintotas la funcién f (x)=\/4x2 +8x+1 ? En caso afirmativo, encuéntralas.
y=2x +2 es una asintota oblicua por la derecha de f (x).

y=-2X - 2 es una asintota oblicua por la izquierda de f (x).

51. Halla, si existen, las asintotas de las curvas: £ (x)=

y =1 es una asintota horizontal.
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%+ Continuidad

1-Xx ,SIX<2

52. Estudia la continuidad en x = 2 de la funcién: f(x):{x2 ox i xo2
— , >

La funcién (x) noes continua en x=2

53. En cada una de las siguientes gréficas indica, si es posible, cémo evitar la discontinuidad

Y] ¥ ¥
N\va 1
| 1
a X a X | X

a) Basta definir f (a)=2,5 para evitar la discontinuidad en x=a.
b) En este caso evitamos la discontinuidad en x=a definiendo f (a)=2.

c) En esta gréfica no es posible evitar la discontinuidad en x=a.

54. Representa graficamente y estudia la continuidad de las siguientes funciones:

a) f(x):Jx—E[x] b) f(x):E[x]+Jx—E[x]

Y

a) f(x)=yx—E[x]

57

23 | oo | o 1 2 3 |%

No es continua en los valores enteros.

24
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b) f (x)=E[x]+x~E[x] )
)
14
T 5 4 I 3§
Es continua en todo R .
55. Halla el valor de a para que la funcion:
e*'+a, six<l )
f(x)= ] sea continua en x= 1.
In x , Sl x>1

Paraa=-1 lafuncién f(x) escontinua en x=1.

56. Halla el valor de a para que la funcién f (X) sea continuaen x=3

f(x)=

ax+1 ,si x<3
ax’*-1 ,six>3

1
Sia= 5 , entonces la funcién f (x) es continua en x=3y, por tanto, en todo R .

57. Encuentra el valor de a para que f(x) sea continua entodo R.

X+a ,six<-1

f(x)={3 ,Si x=-1

Para a=4 lafuncidn f(x) €s continua en todo R .

f(x)- X% =X ,six<a
B x-1 ,Si x>a

Si a=1, entonces la funcion f (x) es continua entodo R.

25
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58.Estudia la continuidad de la siguiente funcién y calcula, si existen sus asintotas.

2x* +6 .
1 ,Six<0
X_
flx)= x* -1
5 ,Six=>0
X“+1

No tiene asintotas verticales.

y=1 esuna asintota horizontal por la derecha de la curva f (x).

B a+In(1-x),six<0
59.Dada la funcion: f(x)=1 , .
Xe , 81 x>0

a) Calcula xllmwf(x) y lim f(X).

X+

b) Halla el valor de a para que f(x) sea continua entodo R .

a) lim f(x)=+oo

lim f(x)= lim %= lim = -0

X—>+o0 X—>+e0 x>+ @X

b) Si a=0, entonces f(x) es continua en todo R.

60. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones. En los puntos que
presenten discontinuidad evitable encuentra el valor de la funcién para que fuera
continua.

1-x _X+2 X -1

a) f(X)=X2_4 b) g(X)—X2_4 c) h(X)=X3_

[BEN

a) Presenta discontinuidades inevitables en X=-2 y X=2.

_ X+2 ., . . _ 2 _2
b) ¢ (X) _H es una funcién racional y no es continua en los puntos X=—2 y X=2.

2

X . . . .
c) h(x)== 1 s también una funcion racional y no es continua en x=1.

x?—=2x-15
f(x)= X—5
2 ,Si x=5

,Six#5

61. Estudia la continuidad de la funcion:

La funcion f(X) es continuaen R —{5}

26
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62.Encuentra los valores de a y b para que la funcién sea continua en todos los nimeros
reales.

2X+3 .Sl x<-1
f(x)= ax+b ,si -1<x<2
x? , Sl x>2

Si a=1 y b=2 la funcién f (x) es continua en todo R.

63. ¢Para qué valor de a es continua en x = 0? Dibuja la funcion f (X) para a=2
a+|x+2,six<0
f(x)=

(x—a)2 ,si x>0

Paraa=-1y a=2lafuncion f(x) escontinuaen x=0.

-1

64. Determina los valoresde a>0 y b>0 paraque la funcion f (X) sea continua en todos
los nimeros reales.

, SIX<3

f(x)=

ax
b
2

, Sl X>3
X

Si b=27a ,entonces f (x) es continuaen X=3.Y, como las dos funciones son continuas en sus
dominios, entonces f (x) es continua en todo R

65. Encuentra el valor de a para que f(x) sea continuaentodo R.
X' - six#a
f(x)=9 x-a'
4 ,Six=a

Para a=2 la funcién f (x) es continua en x=2 que es el Unico punto en el que esta definida
con otro criterio. En el resto, se trata de una funcién racional continua.

En consecuencia, para a=2 la funcién f (x) es continua entodo R .

27
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= Aplicaciones

66. Estudio poblacional. Se estima que, el nUmero de habitantes en cierta ciudad dentro
de t afos viene dado por la funcién

( ) _ 100000
4+6e°%

a) éCudl es la poblacidn inicial?
b) ¢éCual es la poblacion esperada dentro de 20 afios? ¢Y dentro de 50 afios?
c¢) A muy largo plazo, équé poblacién se espera que tenga?

a) Inicialmente habia 10000 habitantes

b) La poblacion esperada en esta poblacién dentro de 20 afios es de aproximadamente
13712 habitantes. Mientras que, dentro de 50 afios, si se mantiene esta tendencia,
serd de 18731 habitantes.

c) Alargo plazo esta ciudad tendra aproximadamente 25000 habitantes, es decir, dos
veces y media la poblacidn inicial.

67. Propagacién de un virus. El nimero de miles de personas de una poblacién contagiadas
por un tipo de virus después t semanas, viene dado por:

3
N(t)=———
( ) 1+5e—0,5t
a) ¢Cuantas personas estaban contagiadas por este virus inicialmente? ¢Y después

de cuatro semanas?
b) Silatendencia continla, ¢cuantas personas acabaran contagidandose?

a) Inicialmente habia en la poblacién 750 personas contagiadas por este virus.
Después de cuatro semanas habia en la poblacidn aproximadamente 1789
personas contagiadas por este virus.

b) A “largo plazo” habra aproximadamente 3000 personas contagiadas.

68. Crecimiento de un &rbol. El didmetro d, en centimetros, de un tipo de arbol depende
de la edad t, en afios, y sigue el modelo de crecimiento logistico:
20
=Ty geomr
a) éQué diametro se espera que tenga este tipo de arbol al cabo de un afo? ¢y
después de 40 afios? ¢Y después de 100 afios?
b) Alo largo del tiempo, équé didmetro se espera que alcance?

a) Alcabo de un afio el arbol tendra un didametro de aproximadamente 7,2 cm.
Al cabo de cuarenta afios el drbol tendrd un didmetro de aproximadamente 11,1 cm.

Después de cien afios el arbol tendra un didmetro de aproximadamente 16,1 cm.

b) Alo largo del tiempo el arbol tendera a tener un didmetro de aproximadamente 20 cm.
28
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69. Seguidores de una Influencer. El numero de miles de seguidores de una influencer depende del
tiempo t, en meses, desde que comenzd a publicar sus comentarios e imagenes, y viene

dado por la funcion:

3t ,si0<t<6
N(t)= 2 .
—2+3e‘°'°“ , Sit>6

;Cuantos seguidores espera tener a los cinco meses? ;Y dentro de un afo? ;Y a largo

plazo?

Esta influencer espera tener 15000 seguidores a los cinco meses desde sus inicios.
Dentro de un afo espera tener 429 seguidores.

A largo plazo esta influencer tendra aproximadamente 1000 seguidores.

70. Plataforma de Internet. En una plataforma de Internet se oferta un teléfono movil cuyo
precio, p, en euros, depende del numero de unidades, x, en stock, y se puede modelar

mediante la siguiente funcién de demanda.
2
p(x)=300(1+—2+e_0mx) , x>0
a) Halla los precios si dispone de un stock de 100, 200 y 1000 mdviles.
b) Si el stock es muy elevado, el precio del movil tiende a estabilizarse alrededor de un
precio, ¢cual es este? ¢Qué interpretacion puedes dar?

a) Si x=100, entonces =553€
Si x=200, entonces ~581€
Si x=1000, entonces ~ 600 €

b) Cuando el stock de modviles es muy elevado el precio tiende a estabilizarse
alrededor de 600 €.

71. Coste de reciclado. El coste (en miles de euros) de reciclar el porcentaje x de residuos de una
poblacién viene dada por:
_500x

(x)= , 0<x <100
100 - x

a) éCudl es el coste de reciclar el 50 % de los residuos? ¢Y el 80 %?

b) A medida que nos acercamos al 100 % del reciclaje de los residuos, équé le ocurre al coste?
¢Qué interpretacion se puede dar?

c) Esboza la gréfica de la funcién de costes.

a) El coste de reciclar el 50 % de los residuos de esa poblacién es de 500000 euros.
El coste de reciclar el 80 % de los residuos de esa poblacion es de 2 millones de euros.

29
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b) A medida que nos acercamos al 100 % del reciclaje de los residuos los costes crecen de forma ilimitada y,
por tanto, no habria presupuesto para lograrlo.

Por otra parte, la interpretacion que podemos dar es que la funcién de costes tiene una asintota

vertical en x=100.

€) Un esbozo de la grafica de la funcidn de costes es:

100

8
T T P P e T

72. Logistica. El coste, en euros, de mantener un stock de x unidades de la playstation
PS5 proviene dado por la funcién:

C(x)=3x+@ , x>0

a) Halla todas las asintotas de la funcién de costes.

b) Calcula lim C(x).

X—>+o0

¢) éQué relacidn existe entre la recta y=3x y la funcion C(x) ?

d) Utiliza la informacion de los apartados anteriores para esbozar la grafica de la
funcion de costes.

a) Larecta x=0 es una asintota vertical de la funcién de costes.

b) m=lim M= lim [3+ﬂj=3+0=3

X—>+0 X X—>+0 X2
n= lim [C(x)—mx]= lim [3x+m—3x}= tim 229 _g
X—>+00 X—>+00 X X—>+0 X

c) Larecta y=3x es una asintota oblicua de la funcidn de costes C(x).

30
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X—>+00 X—>+00

lim C(x)= lim (BX+M]=+OO+O=+00
X

En el apartado a) deducimos que la recta y=3x es una asintota oblicua de la funcién de
costes C(x).

d) Con la informacidén de los apartados anteriores podemos esbozar la grafica de la funcién

de costes C(x).

U (AR ORT 00 OB ST )

3

73.Estudio de la mente humana. Los psicélogos estiman que el nimero de acontecimientos
personales que se recuerdan después t aflos se puede modelar por la funcién:

Q(t)=400(1-e")

a) ¢Cudntos acontecimientos personales se espera que recordemos después de tres afios? ¢Y

después de diez afos?
b) A largo plazo, écuantos acontecimientos personales recordard una persona?

a) Después de tres afios se espera que recordemos aproximadamente 104
acontecimientos personales. Después de diez aiios se espera que recordemos
aproximadamente 253 acontecimientos personales

b) A largo plazo, se espera que una persona recuerde aproximadamente 400
acontecimientos personales.

31

% © Mcgraw-Hill Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I - Solucionario



= Un mundo matematico

1. Representa graficamente las tres funciones y estudia su continuidad. ¢ Hacen honor a su nombre?

e Funcidn escaldn de Heaviside

0,six<0
H(x)_{l ,Six =0

e Funcién rampa

X—x )

_x+|x|_ - =0,six<0
r() = 2 )xtx 2x x>0
> —z—x,SLx_
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(t) =

Funcién rectangulo o pulso unitario

0 '|t|>1 0 it < ! t>1
B Si > ) Si 2o >
1 m 1 . +1
> Si =5 , Si =13
1 '|t|<1 1 ] 1<t<1
, Si > ) Si > >

s =] Ty 2 =) ] s o o h [ E] D 3 an

s

s

1 1
2.5ean f(x) = 5 Y9(0) = =

continuacion, calcula los limites de ambas funciones cuando x - —, x - 0y x = +oo. ¢{Cuadles son
sus asintotas? ¢éEn alguna de ellas coinciden los limites anteriores con los de la funcién Heaviside?

Utiliza una herramienta grafica para dibujarlas. A

Sean f(x) = Tl—zx yglx) = Sus graficas son las siguientes:

1+e~2%

1

1-e~2%

f) =

e lim f(x)= lim L=

xX——00 x——co 1—e”

LI © Mcgraw-Hill
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gx) =
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° 11m f(x) = )lcll’% 1—e- 1-e0 0 lirél_'_f(x) =-
X—

1
¢ xl—l)rpwf(x) xl—l)er 1-e™ - 1-e~® - 1-0

o lim glx) = lim —=—_=21
X——00 x——00 1+e 2% 1+et® +00

1 1
¢ llmf(x) - lm& 1+e‘2x T 14e® 2

1 1 1
o lim f(x)= lim —5 =——F=—
x>+ x—400 1+e~2% 1+e~® 1+0

. . .z 1
De los limites hallados deducimos que la funcién f(x) = P

tiene, a y=0 como asintota horizontal

por la izquierda, y a y=1 como asintota horizontal por la derecha. Ademas, x=0 es una asintota vertical.

. s . . s 1
Por su parte, también deducimos que la funcién g(x) = Tro5
por la izquierda, y a y=1 como asintota horizontal por la derecha. Pero no tiene asintotas verticales.

tiene, a y=0 como asintota horizontal

Por otro lado, comprobamos que, cuando x — —oo y x = 40, los limites de ambas funciones coinciden

con los de la funcion Heaviside.
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